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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Cuarta fecha. 4 de marzo de 2022.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Determinar, si existen, valores a € C tales que

1
(2 4 az®) sen? (—) dz = 0.

z
(Isl=1)+

Estudiar el mismo problema si se cambia la circunferencia unitaria por cualquier otra
curva cerrada y simple del plano complejo.

Ejercicio 2. Modelar el problema del potencial electrostatico en la banda infinita
{(z,y) eR?:2+y >0, —1 <y < x+ 1} sien la frontera toma el valor 1, salvo en
su base donde es igual a 0. Dar las ecuaciones de las lineas equipotenciales y de las
lineas de corriente.

T si 0<z<1/2

; encontrar constantes reales
—z+1 si 1/2<x<1’

Ejercicio 3. Dada f(z) = {

1
a,b, c de modo que: / | f(x)—a—b sen(27z) —c sen(87x)|* dx sea minimo y explicar
0

por qué es el minimo. Resolver:

Uz +Uyy =0 O<z<l, O<y<2
u(0,y)=u(l,y)=0 0<y<2
u(z,0)=f(x) 0<zr<l1
u(z,2)=sen(4drzr) 0<zx<1
Ejercicio 4. Sea f : R — R con F[f](w) = ——"_ Determi /
ercicio 4. Sea f : con w) = ———. Determinar a qué convergen
] e q verg
cada una de las siguientes integrales:
i) / cos(t) /(£ — 3)/2) e~ dt, i) / / £t — 1) dr | et

Ejercicio 5. Sea f : [0,00) — R continua a trozos y de orden exponencial tal que
t
f(t)=3t2—e o~ / f(r)e""dr YVt >0
0

Determinar, si existen, los valores de o para los que la abscisa de convergencia de la
transformada de Laplace de f resulta igual a cero. Hallar f en el caso a=1.
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1. Determinar, si existen, valores a € € tales que §(z +az’)[sen(1)] dz = 0. Estudiar el
‘z‘:l
mismo problema si se cambia la circunferencia por cualquier otra curva cerrada del plano
complejo. (Se consideran circuitos simples positivos)

Resolucién: Cualquiera seaa € €, la funcion f(z) = (z +az’)[sen(1)]’ tiene una Gnica
singularidad en z = 0. Por razones de dominio publico, esta singularidad es aislada. Por
2
lo tanto, §(z+az3 )sen(1)] dz =2mRES(f,0). Y ya que estamos, por la invariancia
‘z‘:l
homotopica de las integrales de funciones holomorfas, para cualquier circuito simple
positivo C del plano complejo que no pase por 0,

§(z+az))sen(D)] dz = {MRES( f0) s 0€Ri(C)
0 si 0¢ Ri(C)

C

Por lo tanto, solo nos queda estudiar el residuo de fen 0 en funcién de a. A esta altura de
los acontecimientos, usted ya deberia saber que se trata de una singularidad esencial y no

deberia perder el tiempo probando limites de la forma ZLMOZI‘ f(2)... Comencemos por

el desarrollo de Taylor de [sen(w)]* entorno de 0. Hay muchas maneras de hacerlo

(calculando las derivadas sucesivas en 0, utilizando la forma exponencial de sen(w), etc].
Nosotros utilizaremos el camino que nos parece mas corto:

i[sen(w)]2 = 2sen(w)cos(w) = sen(2w) =2w—L2°w’ + L 27w  — 127w  + .

2 2 ¥ 425 6 o8 2 23 4 25 6 o7 8
[sen(W)]" =cte+w — 2w + 2w —Zgw +..=cte+w - w' + 5 w” —w’ + ..

Evaluando en w = 0 se deduce que la constante es nula y por lo tanto:
[sen(w)]* = w’ —%w“ +275!w6 —%wg +...

Dado que se trata de una funcion entera, este desarrollo es valido para cualquier we C .
Entonces, para cualquier z € € —{0}:

[sen(1)]* =z~ —%24 +2z0 -2 4



Ahora, dado que se trata de una serie absolutamente convergente, podemos hacer
coémodamente las cuentas que faltan:

f(2)=(z+ az3)[sen(§)]2 =

=22 42 -
—Z(Z _TZ +FZ

6 2 2 -4

2442 —42 +...)=

27 -8 3 -
—®Z +...)+ az (Z a0

-1 5 27

_ 2% -3, 20 - =7 PR 28 -3
=z _TZ +FZ —EZ +...+az—aﬂz +CZFZ

27 -5
—agz + ...

Ordenando la serie por potencias de z (en este paso necesitamos la convergencia
absoluta):

f(2)=(z+az")[sen(D)] =
2’a 1 2’ 2°a)1 2> 2a)1
=azt|l——— |+ ——Ft—— |5+ = | =+
4! )z 4 6 )z 6 8 )z

Por lo tanto, el residuo de fen 0 es

2%a a
RES(f0)=1-—=1——
(/:0) 4 3

Por lo tanto, la respuesta es:

Respuesta 1: El Gnico valor de a € € para el cual f(z + az3)[sen(§)]2dz =0 esa=23.
‘z‘zl

Para cualquier circuito simple positivo C del plano complejo que no pase por 0, si

0 € Ri(C) , entonces &(z + az3)[sen(§)]2dz =0siia=3y §(z + az3)[sen(§)]2dz =0 para
C C

cualquier valor de a si 0 ¢ Ri(C).

2. Modelar el problema del potencial electroestatico en la banda infinita
{(x,y)eiR2 x+y>0,x—-1l<y<x+1 }

si en la frontera toma el valor 1, salvo en la base donde es igual a 0. Dar ecuaciones de
las lineas equipotenciales y de las lineas de corriente.



Resolucion: Se trata del problema de Dirichlet esquematizado en el siguiente grafico:

a (-1+i)/

v (1-1)

Au =0 en el interior de la banda
u =1 en las semirrectas verde y roja
u =0 en el segmento azul

Para resolver este problema, donde las condiciones de contorno son seccionalmente
constantes, podemos utilizar el método de las transformaciones conformes.

Primera transformacion: z+> z, =e*'z = %(1 +1)z : rotacidon en sentido antihorario en

. , V4 . . .
torno del origen y en angulo T La banda gira en este sentido y en este angulo en torno

de 0 y queda ubicada verticalmente, apoyada en el segmento —ﬁ,ﬁ] de la recta real.

Segunda transformacion: z, > z, = 5z dilatacion de la banda, que queda en posicion

vertical pero ahora su base es el segmento [-%,%] (engordd un poquito....)



Tercera transformacion: z, — z, = sen(z,) : esta es la mas violenta: extiende la banda en

todo el semiplano superior (ver la figura siguiente, donde se ve una rotacion de esta region
y su frontera)

Cuarta transformacion: z, — w = —iz,: rotacion en sentido anti-horario en torno del

origen y en angulo recto. Lo hacemos para trabajar mas comodamente con los
argumentos. El resultado es el siguiente:

1

N R P
5 (1+ z)zj = zsen( > (I+ l)Zj

: : . V2 . Vs
w=—iz, = —isen(z,) = —zsen(ﬁ zlj = —lsen(ﬁ

Sl

Ahora, buscamos u en la forma u = Aarg(w—1i)+ Barg(w+i)+ C y determinamos las
constantes de manera que se verifiquen las condiciones de contorno:

(1) semirrecta verde: A% + B% +C=1

(2) segmento azul: — A% + B% +C=0

(3) semirrecta roja: — A% - B% +C=1

Resolviendo (sumar y restar ecuaciones ayuda....) resultan 4 = L, B= 1 yC=1.
V4 V4

Finalmente, entonces:



u:larg(w_i)_larg(WJri)Jrl:larctan Im(w—i) —larctan Im(w +1) +1
d 4 = Re(w—-i) ) 7 Re(w+1)

donde w= —isen(%(l + i)zj

(por favor, no confundir argumentos con arcotangentes....) Observemos que aqui
podemos utilizar la funcion arcotangente pues los argumentos de w-i y de w+i varian

T T .
entre — 2 y PR Se puede completar la cuenta para obtener la forma explicita de # como

funcion de x e y, es decir: de la parte real y de la parte imaginaria de z (no terminamos las
cuentas aqui). Una conjugada armonica de u es

v=Sinp =i~ lnw+ i +1
T T

pues la funcion f(z) = lLog(w— - lLog(w +1)+1 (w es funcidon holomorfa de z) es
V4 T

holomorfa en la regioén utilizada. Entonces, las ecuaciones de las lineas equipotenciales
son u = cte y las ecuaciones de las lineas de corriente (= trayectorias ortogonales a las
equipotenciales) son v = cte.

X si 0<x<i
3. SUITE: Dada f(x)= , encontrar constantes reales a, b y ¢
-x+1 si 3<x<I

1

de modo que “ f(x)—a—bsen(2xx)— csen(87zx)|2dx sea minimo y explicar por qué es el
0

minimo valor. Resolver:

2 2

(i)%(x,y)—k%(x,y)zo O<x<l , O<y<2
@) u(0,y)=u(l,y)=0 0<y<2
(@) u(x,0) = f(x) 0<x<l1
(@) u(x,2) = sen(4rx) 0<x<l1

Resolucion: En el espacio de las funciones reales seccionalmente continuas en el

1
intervalo [0,1] tenemos el producto interno < f, g>:J. f(x)g(x)dx (atencion: en
0



realidad se trata de un “casi”’-producto interno, pues verifica todas las propiedades de los
productos internos excepto la implicacion < f, f >=0= f =0; lo que si es cierto es que

si<f, f>=0, entonces fes nula en todo el intervalo [0,1] excepto a lo sumo una cantidad
finita (o nula) de puntos de dicho intervalo, es decir: f es “casi nula”). La expresion

1
integral j | f(x)—a—bsen(2mx) - csen(87zx)|2dx es el cuadrado de la distancia entre f'y un
0

elemento aa +bf + cy del subespacio generado por las funciones a(x)=1(constante),
B(x)=sen(2mx) 'y y(x)=sen(8zx). Entonces, como sabemos desde Algebra II, el

elemento mas proximo a f en este subespacio es la proyeccion ortogonal de f a dicho
subespacio. Por otra parte, estas tres funciones son ortogonales. Comprobemos esto y
aprovechemos a calcular sus normas:

ja(x)zdx = jdx =1
0 0

<a,f>= j a(x) B(x)dx = j sen(27x)dx = —5-cos(27r) + 5= cos(0) = 0
<a,y>= J-a(x);/(x)dx = J-sen(271x)dx =—5-cos(27) +5-cos(0) =0

jﬂ(x)zdx = jsen(2zzx)2dx =[x —5-sen(27x) cos(2m)[\5) = —
<pB,y>= J.ﬂ(x)y(x)dx = jsen(27vc)sen(87vc)dx = 2[—4-sen(6mx) + 55— sen(l 0) ',

T}/(x)2 dx = jsen(Smc)z dx =[x — - sen(87x) cos(87x)] 2y %

Entonces, la proyeccion ortogonal de f sobre el subespacio generado por estas tres
funciones es

T(f) = <ﬁf”a> +<ﬁ;;fj>ﬂ+<f’}2/>

y los coeficientes buscados son:

T”” [



b= % = ij(x)sen(Zﬂx)dx y

_= ﬁ( ’F ” =2 f(x)sen(Bm)dx
V4 0

Dejamos las cuentitas “a cargo del lector”. Todo esto estd explicado con mas entusiasmo
que eficiencia en los apuntes sobre Series de Fourier que estan a disposicion de todo el
alumnado en la pagina de la materia.

Ahora, para resolver el problema planteado podemos simplificar las condiciones de
contorno (sin alterar la ecuacién) mediante la funcion

sen(4mx)cosh(27y)
cosh(4r)

v(x,y) =u(x,y) - )

Esta funcion es armonica sii lo es u (pues el segundo término del segundo miembro es
una funcion armoénica) y el problema queda, en términos de v:

(i)a—z‘;(x,y)+a—2‘2}(x,y)=0 O<x<l , O<y<?2
ox oy
@) v(0,y)=v(l,y)=0 0<y<2
sen(4rx) ©)
(lll) V(X,O) = f(X) —m <x<1
@) v(x,2)=0 0<x<1

Mediante separacion de variables y tomando en cuenta las condiciones lineales de
contorno (es decir: (ii) y (iii)) obtenemos

c',
——=

v(x,y)= chsen(nﬂx)[e””ye’z”” —e "] = 220 sen(nrx)senh[nz(y—2)] (7)
n=1

n
n=1

La condicion (iii) es, ahora:

sen(4mx)

Vx0)= /(%)= cosh(4r)



Todo lo que sigue es clasico y popular: considerando la extension 2 — periddica impar

g(x)de la funcién g(x)= f(x)— sen(47x)

, calculamos
osh(4r)

c' senh(2nr) = % j g(x)sen(nx)dx = j g(x)sen(nx)dx

1
resulta entonces: ¢! = ———— x)sen(nx)dx .
y " Senh(ZM)lg( )sen(nx)

4-’

4.Sea f:R—>R con f (w) = W Determinar a qué convergen cada una de las
siguientes integrales:
(i) jw cos(t) f '(—t ; 3 je“‘”dt ., (i) L [L flo- r)e“dr]e-"”fdz

Resolucion: No se pretende que el alumno demuestre que /'y f' son absolutamente
integrables utilizando (por ejemplo) su transformada de Fourier y el teorema de inversion:

Sx )——j e

Pero, por lo menos, podria mencionar que estas propiedades son necesarias para legitimar
los siguientes célculos:

t t-3) . Teve [ (t-3) .,
. t [ —z{utdt — " —la)tdt —
() [eos(nf (—2 je [=—— ( . je

—0

1 o t—3 —it(w-1) 1 t (t_?’j —it(w+1)
=—|f1— dt+— | f|—|e dt =
e s
. . t-3
[cambio de variable: x 27 ,t=2x+3]

_ 1 r ' —i(w-1)(2x+3) 1 i ' —i(w+1)(2x+3) _
_E'[Cf (x)e 2dx +E'[Of (x)e 2dx =



+00 +0
_ e—3i(w—1) J’f y(x)efm(a)fl)xdx_’_ e—3i(w+1) J’f y(x)e—Zi(erl)x)dx _

[propiedad: 3(f")(w) =iw3(f)(w)paratodo w R : ver condiciones de aplicacion]
=" Vi2(0-1) f12(@-1)] - Vi +1) f[20 +1)]=

4— 4w +1)

— — 2 X
4-4w-1) B e—zS({u+1)i2(a) . g
[4(w+1)" +4]

— e—i3({u—1)l-2 @ — 1
( ) [4(0w—1)* +4T°

+1)

(if) La funcion fz(a)) = j ( J. f(r —t)e_srdr}”"’dt es la transformada de Fourier de la

—00

convolucién f*g, donde g(t)=e"

. Sobre la convergencia de la integral y las
propiedades de la convolucion puede consultarse, por ejemplo, el apunte sobre
Transformacion de Fourier a disposicion en la pagina de la materia, y/o cualquiera de los

textos recomendados en la bibliografia de la misma pagina. En el mencionado apunte se

presenta como ejemplo la transformada de Fourier de la funcion ¢ - el , que es

jef‘x‘e—iwxdx — 2 5
i l+w
Mediante el cambio de variable de integracion x = 5¢, se tiene 5 J‘efs"‘e*"’”s’dt = ILZ;
c + o
ahora, para a =5@: 5 je"s"‘e’i“’dt = ;2 y por lo tanto la tranformada de Fourier
R
5
. 2 10 .
deges g(w)=—"5= - . Finalmente, entonces:
o 25+ w
1+—
25

104 — @)
(0* +4)* (25 + w?)

s ) ~ M .
J ( Jre- r>e“dr}'"‘”dz = (f *2) @)= f(@)&(w) =

—o0 \ —%©

(D El miembro izquierdo es la transformada de Fourier de f *g y la igualdad est4
garantizada por el Teorema de Convolucion.
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5. Sea f :[0,+00)——> R continua a trozos y de orden exponencial tal que para todo ¢ >0

f(t)=3t> - - jf(r)e(”)dr :

Determinar, si existen, los valores de a para los que la abscisa de convergencia de la
transformada de Laplace de fresulta igual a cero. Hallar f'en el caso o = 1.

Resolucion: Obsérvese que por ser f una funcidn que toma valores reales, a es

necesariamente real. Ahora, la funcion A(¢) = H(¢) I f(r)e" “dr es la convolucion de f
0

con la exponencial (multiplicada por la funcion de Heaviside). Por lo tanto, aplicando la
transformacion de Laplace a la ecuacion del enunciado:

2! 1
-
s osta

F(s)=3 —F(s)ﬁ

(F es la transformada de Laplace de /), donde necesariamente es Re(s+a)>0 y
Re(s —1) >0, es decir: Re(s)>—a y Re(s)>1. Por lo tanto, la abscisa de convergencia
no puede ser 0 para ningun o .

Para a =1, tenemos, para Re(s) > 1:

1 6 1
F)ll+—|=—5—.
()( s—lj s s+l
Haciendo cuentas, resulta
6 6 1 1 6 6 1 1 1 6 6 1 2
F)==5-—F-——+ e S et S S
o8 s+l os(s+1) sT st s+l s s+l s 5T s s+l

Por lo tanto tenemos que para todo ¢ >0:

f()=3> -1 +1-2¢"




